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При использовании интегрального метода теплового баланса было получено решение задачи тепло-
проводности для пластины с переменными во времени внутренними тепловыми источниками. Выпол-
ненные исследования позволили установить зависимость температуры от мощности и времени воз-
действия источника. 
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Using the integral method of heat balance, a solution to the heat conduction problem was obtained for a 
plate with time-varying internal heat sources. The performed studies made it possible to establish the de-
pendence of temperature on the power and time of exposure to the source. 
 

Keywords: non-stationary thermal conductivity, internal heat sources, additional boundary conditions, new 
sought function 

 
Источники теплоты внутри тела появляются в результате различных факторов, 

например, при воздействии электромагнитных полей, ядерного распада, протекании элек-
трического тока в проводниках [1, 2]. Мощность источников теплоты, как правило, изменяет-
ся во времени и влияет на весь процесс теплопереноса [3–5]. Получение решений краевых 
задач теплопереноса, учитывающих действие тепловых источников, на основе точных ана-
литических методов представляет серьезные математические трудности. Кроме того, полу-
чаемые решения нередко содержат специальные функции, выражающиеся бесконечными 
рядами, что затрудняет их использование в инженерной практике. Таким образом, разработ-
ка приближенных аналитических методов математического моделирования процессов пере-
носа теплоты в твердых телах с источниками теплоты является актуальной задачей. 

Основную идею метода рассмотрим на примере решения нестационарной задачи 
теплопроводности для бесконечной пластины с переменным во времени внутренним источ-
ником теплоты при симметричных граничных условиях первого рода в следующей матема-
тической постановке [1] (рис. 1): 
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где )/()( 0ст0 TTTT   – безразмерная температура;  /x  – безразмерная координата; 
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Выражение (6) с учетом найденных коэффициентов запишется в виде  

1)Fo()()Fo,( 1  f , (7) 
где )5,01( )(1 f  – координатная функция. 

Потребуем теперь, чтобы решение (7) удовлетворяло не исходному дифференциаль-
ному уравнению (1), а некоторому осредненному – интегралу теплового баланса [6]. 
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Выражение (1) точно удовлетворяет граничным условиям (3), (4), дополнительному 
условию (5), а также интегралу теплового баланса (8). Для выполнения начального условия 
(1) составим его невязку и потребуем ортогональности невязки к координатной функции 
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Выражение (11) с учетом найденного значения представляет решение задачи (1) – (4) в пер-
вом приближении и может быть записано в виде 
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Результаты расчетов температуры по формуле (13) приведены на рис. 2, 3. 
Для повышения точности получаемого решения необходимо увеличить степень ап-

проксимирующего полинома (6). При определении неизвестных коэффициентов )Fo(ib  в вы-

ражении (6) помимо условий (3) – (5) будут использоваться дополнительные граничные 
условия [6, 7], физический смысл которых состоит в выполнении исходного дифференци-
ального уравнения (1) и выражений, полученных после его дифференцирования в точках 

0  и 1 . Отметим, что в работах [7] показано, что выполнение уравнения лишь в гра-
ничных точках приводит к его выполнению и внутри области. 

Для получения решения задачи (1) – (4) во втором приближении будем использовать 
шесть членов ряда (6) ( 6n ), для определения неизвестных коэффициентов которого бу-
дем применять дополнительные граничные условия. Первое из них получим, записав урав-
нение (1) в точке 0  
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Для получения второго дополнительного условия продифференцируем исходное 
дифференциальное уравнение по пространственной переменной   
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Записывая соотношение (15) в точке 0  с учетом (5), получаем второе дополни-
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Подставляя (6) в (3) – (5) и дополнительные условия (14), (16), (17), получаем систему 
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После подстановки выражения (6) в интеграл теплового баланса (8) с учетом найден-
ных коэффициентов получим однородное дифференциальное уравнение второго порядка 
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Составляя невязку начального условия и требуя ортогональности невязки к каждой 
координатной функции )(1 f  и )(2 f , получаем систему двух алгебраических уравнений, 
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