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Аннотация. Одним из главных показателей, обеспечивающих бесперебойную работу деталей ма-
шин, является её состояние поверхностного слоя. От качества отделки поверхности зависит надёж-
ность эксплуатации изделий. Контактные поверхности деталей машин наиболее всего подвержены 
износу, а также коррозионному и тепловому воздействию рабочей среды. Величина шероховатости 
имеет значительное влияние на ресурс деталей машин. Существуют различные технологии, обеспе-
чивающие требуемое качество поверхностного слоя. Немаловажную роль играет напряжённо-
деформированное состояние в контактных областях микронеровностей, влияющих на дальнейшее 
формирование физико-механических свойств поверхностного слоя. В работе представлен анализ 
напряжённо-деформированного состояния контактирующей шероховатой поверхности с инструмен-
том для плоской и объёмной задач в упругой зоне. После лезвийной обработки тел вращения микро-
неровности имеют преимущественно клинообразный профиль. Для моделирования поверхностного 
слоя, полученного лезвийным способом, вполне может быть пригоден регулярный профиль клинооб-
разного (треугольного) сечения в продольном направлении. В первом приближении микропрофиль 
смоделирован в виде клинообразных выступов с различными углами при основании на подложке. 
Проведена оценка напряжённо-деформированного состояния микронеровностей при влиянии угла 
деформирующего инструмента и угла при основании микропрофиля. Представлены условия сходи-
мости плоской и объёмной задачи деформированного состояния микронеровностей.  
 

Ключевые слова: микропрофиль поверхностей, моделирование шероховатости, конечно-
элементное моделирование, упругая деформация, напряжённое состояние 
 

Evaluation of the elastic stress-strain state of simulated  
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Abstract. One of the main indicators that ensure the smooth operation of machine parts is its state of the 
surface layer. The reliability of the operation of products depends on the quality of the surface finish. The 
contact surfaces of machine parts are most susceptible to wear, as well as corrosive and thermal effects of 
the working environment. The amount of roughness has a significant impact on the service life of machine 
parts. Various technologies are available to provide the required surface layer quality. An important role is 
played by the stress-strain state in the contact areas of microroughnesses, which affect the further formation 
of the physical and mechanical properties of the surface layer. The article presents an analysis of the stress-
strain state of a contacting rough surface with a tool for plane and volumetric problems in the elastic zone. 
After blade processing of bodies of revolution, microroughnesses have a predominantly wedge-shaped pro-
file. For modeling the surface layer obtained by the blade method, a regular profile of a wedge-shaped (tri-
angular) section in the longitudinal direction may well be suitable. As a first approximation, the micro-profile 
is modeled as wedge-shaped protrusions with different angles at the base on the substrate. The article eval-
uates the stress-strain state of microroughnesses under the influence of the angle of the deforming tool and 
the angle at the base of the microprofile. The article presents the conditions for the convergence of the plane 
and volumetric problem of the deformed state of microroughnesses.  
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Введение 
 

При создании математических моделей 
технологических процессов обычно не учи-
тывают шероховатость поверхностей обра-
батываемых изделий. Такое упрощение 
вносит определённые погрешности при вы-
числении напряжённо-деформированного 
состояния в очаге деформации и остаточ-
ных напряжений в изделии после обработки. 
Неучёт исходной шероховатости не позво-
ляет оценить влияние параметров техноло-
гического процесса на качество поверхности 
готовых изделий. Особенно остро это про-
является в процессах поверхностно пласти-
ческого деформирования, когда величина 
натяга (обжатия) соизмерима с высотой 
микронеровностей. В этом случае происхо-
дит упрочнение не основного объёма ме-
талла изделия, а лишь геометрических эле-
ментов поверхностного слоя. 

Целью данной работы является опре-
деление напряжённо-деформированного 
состояния модели микронеровностей для 
начального контакта микропрофиля с де-
формирующим инструментом в упругом со-
стоянии при варьировании углов микропро-
филя и рабочего инструмента.  

 

Материал и методы исследования 
 

Статистический анализ геометрии мик-
ронеровностей, выполненный собственными 
исследованиями и рядом других авторов [1–
4], показал, что шероховатость обработан-
ной поверхности можно моделировать в 
первом приближении элементами с тре-
угольным поперечным сечением, угол при 
основании которых (α) измеряется от 2 
до 330. Деформирование таких элементов 
происходит при контактировании с жёсткой 
поверхностью инструмента (рис. 1), харак-
теризуемой углом наклона рабочей плоско-
сти (β) в пределах от 0 до 300.  

 

 
 
Рис. 1. Модель нагружения микронеровностей жёстким пуансоном: 1 – пуансон, 2 – корпус, 3 – образец 

 

Используемый в механике твёрдого тела 
математический аппарат базируется на об-
щих законах механики и на ряде упрощаю-
щих допущений, основным из которых явля-
ется допущение о сплошности, приписыва-
ющее твёрдому телу способность заполнять 
объём без всяких пустот.  

Если принять во внимание молекуляр-
ную структуру тела, то действительное чис-
ло внутренних связей бесконечно, что при-
водит к определённым трудностям при по-
лучении численных решений. 

Метод конечных элементов позволяет 
преодолеть эти трудности, посредством это-
го метода сплошное тело представляется в 
виде совокупности отдельных конечных 
элементов, взаимодействующих между со-
бой в конечном числе узловых точек [5]. В 

этих точках к каждому конечному элементу 
прикладываются некоторые усилия взаимо-
действия, характеризующие действие рас-
пределённых внутренних напряжений, при-
ложенных вдоль реальных границ стыковки 
смежных элементов. Замена исходной кон-
струкции совокупностью дискретных эле-
ментов подразумевает равенство энергий 
конструкции и её дискретной модели, кроме 
того, требует, чтобы напряжённое состояние 
в каждом из элементов определялось через 
значения узловых перемещений.  

 

Результаты моделирования 
 

Элементной матрицей жёсткости опре-
деляется связь между узловыми перемеще-
ниями и узловыми усилиями конечного эле-
мента, то есть определяются его упругие 
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свойства. Для моделирования микронеров-
ностей поверхностного слоя в данной рабо-
те использован 4-узловой тетраэдральный 
конечный элемент, в каждом из которых 
определено три степени свободы. Каждому 
узловому перемещению ставится в соответ-
ствие узловое усилие, совокупность которых 
характеризует влияние смежных усилий те-
ла на рассматриваемый элемент. Связь 
между узловыми усилиями и перемещения-
ми можно записать в виде: 

 

K U = R ,    (1) 

где U = (U11,U21,U31,...,U14,U24,U34) – вектор-
столбец узловых перемещений, 
R = (R11,R21,R31,...,R14,R24,R34) – вектор-
столбец узловых усилий, K – матрица жёст-
кости.  

Предположим, что на конечном элементе 
поле перемещений можно задать через уз-

ловые перемещения Ui с помощью базис-
ных функций 

U U N x x xi i 
 ( , , )1 2 3 , 

где 

N x x x a a x a x a x    ( , , )1 2 3 000 100 1 010 2 001 3        

(2) 

 = 1, 2, 3, 4 – номера узлов конечного эле-

мента, a a a a000 100 010 001

   , , ,  – константы, опре-

деляемые уравнениями: 
 

N p
 

( )  .   (3) 

Здесь 


– символ Кронеккера, 

p = (x1, x2, x3) – радиус-вектор -го узла 
элемента, по повторяющимся внизу и ввер-
ху индексам подразумевается суммирова-
ние от 1 до 4.  

Таким образом, на конечном элементе 
зависимости Коши и закон Гука можно запи-
сать в виде: 

 

 = D U,   = E U,  (4) 
 

где матрицы D, E от вектора перемещений 
не зависят. 

При рассмотрении узловых усилий R в 
качестве некоторых внешних сил, действие 
которых вызывает внутри объёма конечного 
элемента НДС, описываемое зависимостя-
ми (4), можно использовать для установле-
ния связи (1) принцип возможных переме-
щений, согласно которому сумма работ всех 
внешних и внутренних сил на возможном 

перемещении U равна нулю: 

          
T T

d U R


.  ……..(5) 

 

Воспользовавшись выражениями (4) из 
уравнения (5) получаем 

 

       











 D E d U R

T
  

или 

     K D E d
T

 


 .    ………………… (6) 

Матрица K является квадратной, её по-
рядок равен числу степеней свободы рас-
сматриваемого конечного элемента – 12. 
Формулы для вычисления её коэффициен-
тов имеют вид [5]: 

 

 K g a a g a a g a ai j i j i j i j

e

1 1

11 100 100 66 010 010 55 001 001   

 K g a a g a ai j i j i j

e

1 2

12 100 010 66 010 100   , 

 K g a a g a ai j i j i j

e

1 3

13 100 001 55 001 100  

 K g a a g a ai j i j i j

e

2 1

12 010 100 66 100 010   , 

 K g a a g a a g a ai j i j i j i j
e

2 2
66 100 100 22 010 010 44 001 001   

 K g a a g a ai j i j i j
e

2 3
55 100 001 13 001 100   ,  

 K g a a g a ai j i j i j
e

3 1
13 001 100 55 100 001   ,     (7) 

 K g a a g a ai j i j i j
e

3 2
23 001 010 44 010 001   , 

 K g a a g a a g a ai j i j i j i j
e

3 3
55 100 100 44 010 010 33 001 001   

где  - объем конечного элемента. 
 
Рассмотрим результаты вычислений 

напряжений и деформаций микронеровно-
стей поверхностного слоя изделий при плос-
ком и объёмном представлении конечных 
элементов. 

В качестве основного конечного элемен-
та, рассматриваемого в данной работе, бе-
рётся трёхузловой треугольный (для двух-
мерного моделирования) или четырёхузло-
вой тетраэдральный (для трёхмерного мо-
делирования) конечный элемент с линей-
ными базисными функциями. Его примене-
ние объясняется рядом причин: 

- в барицентрических координатах инте-
гралы, стоящие в правой части выражений 
(7), вычисляются аналитически; 

- область любой формы можно разбить 
на треугольники или тетраэдры без пустот; 
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- легко проводится измельчение сетки в 
любом заданном месте. 

В качестве основного примитива для 
двухмерной модели применялся косоуголь-
ный квадрат. Построение конечноэлемент-
ной сетки косоугольного квадрата осу-
ществляется следующим образом: 

- задаются координаты опорных узлов 
p1,...,p4 ; 

- квадрат единичных размеров разбива-

ется по координатным осям (u, v) на n1n2  

параллелограммов, каждый из которых де-
лится на 2 треугольника; 

- с помощью отображения 

X(u, v) = a1+a2u+a3v+a4uv строится ко-
нечноэлементная сетка примитива. Посто-
янные коэффициенты a1,...,a4 вычисляются 
через координаты опорных узлов по форму-
лам: 

 

a1 = p1, a2 = p2-p1, a3 = p3-p1, a4 = p4-p3-p2+p1. 
 

Модель пуансона (рис. 1) состоит из 10 
таких примитивов с шагами разбиения 

1 = 0,5 мм, 2 = 0,25 мм при варьировании 

шероховатости с углом наклона  от 2 

до 33. Модель пуансона формируется либо 

из шести (угол образующей  = 0), либо из 

четырёх (угол образующей  варьировался 

от 3 до 15) примитивов. Шаг разбиения по 
горизонтальной оси оставался таким же, как 
и для образца, по вертикальной оси прини-

мался равным 2 = 1,0 мм. Всего, таким об-
разом, рассматривалось 10 вариантов вза-
имодействия образцов шероховатости с пу-
ансоном. 

В качестве основного примитива для 
трёхмерной модели применялся косоуголь-
ный куб. Построение конечноэлементной 
сетки косоугольного куба осуществляется 
следующим образом: 

- задаются координаты опорных узлов 
p1,...,p8 ; 

- куб единичных размеров разбивается 

по координатным осям (u, v, w) на n1n2n3  

параллелепипедов, каждый из которых де-
лится на 5 тетраэдров; 

- с помощью отображения X(u, v, w) = a

1+a2u+a3v+a4w+a5uv+a6uw+a7vw+a8

uvw строится конечноэлементная сетка 
примитива. Постоянные коэффициенты 
a1,...,a8 вычисляются через координаты 
опорных узлов по формулам: 

 

a1=p1, a2=p2-p1, a3=p3-p1, a4=p5-p1, a5=p4-p3-
p2+p1, a6=p6-p5-p2+p1, a7=p7-p5-p3+p1, a8=p8-
p7-p6-p4+p2+p3+p5-p1. 

 

Модель пуансона состоит из 10 таких 

примитивов с шагами разбиения 1 = 1,0 мм, 

2 = 1,5 мм, 3 = 1,5 мм при варьировании 

шероховатости с углом наклона  от 2 

до 33. Модель пуансона состояла либо из 

шести (угол образующей  = 0), либо из че-

тырёх (угол образующей  варьировался 

от 3 до 15). Шаг разбиения по горизон-
тальным осям оставался таким же, как и для 
образца, по вертикальной оси принимался 
равным n2 = 5,0 мм. 

В качестве материала механической мо-
дели был рассмотрен линейно-упругий од-
нородный изотропный материал Гука со 
следующими характеристиками: 

E = 20000 кг/мм2,  = 0,28 – для заготовки, 

E = 200000 кг/мм2,  = 0,28 – для пуансона.  
Краевые условия принимались следую-

щими: 
- нагружаемый образец закреплялся по 

боковым и нижней граням; 
- верхняя грань пуансона перемещалась 

вертикально вниз на 0,1 мм. 
Распределение интенсивности напряже-

ний, рассчитанных по формулам Мизеса [6], 
представлено на рис. 2, 3. Напряжённое со-
стояние при рабочем угле пуансона β = 00 
(рис. 2) характерно для осадки изделия 
между параллельными плитами, а β = 60 
(рис. 3) соответствует напряжённому состо-
янию при взаимодействии изделия с де-

формирующей матрицей. В таблицах 1, 2 

представлены результаты расчёта напряже-
ний и деформаций при двухмерном и трёх-
мерном моделировании микронеровностей 
поверхности, показывающие определённую 
сходимость с результатами работы [7–10].  

 
Заключение 
 

Таким образом, анализ приведённых ре-
зультатов показывает достаточно высокую 
точность решения задачи в упругой поста-
новке по перемещениям, некоторое отличие 
по величинам минимальных и максималь-
ных значений компонент тензора напряже-
ний в двухмерной и трёхмерной постанов-
ках. Расхождения обусловлены как различи-
ем в степени дискретизации конечноэле-
ментных моделей, так и большей «жёстко-
стью» модели в двухмерной постановке. Ре-
зультаты моделирования микронеровностей 
в упругой постановке будут в дальнейшем 
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использоваться как начальное приближение 
для упругопластического моделирования 

для определения остаточных напряжений в 
упрочняемых деталях машин. 

 
 

Рис. 2. Интенсивность напряжений в микровыступах (α = 15
0
, β = 0

0
) 

 

 
 

Рис. 3. Интенсивность напряжений в микровыступах (α = 15
0
, β = 6

0
) 

 
Таблица 1. Результаты двухмерного моделирования 
 

Параметры Значение при моделировании 

Угол шероховатости , (град) 2 15 15 15 15 

Угол образующей пуансона , (град) 0 0 3 6 15 

Ux
min

  (мм) -0.010 -0.006 -0.007 -0.007 -0.022 

Ux
max 

(мм) 0.010 0.006 0.007 0.007 0.022 

Uz
min 

(мм) -0.100 -0.100 -0.100 -0.100 -0.101 

Uz
max 

(мм) 0.000 0.000 0.001 0.001 0.003 

x
min

 (Мпа) -3842 -4691 -4696 -4694 -1680 

x
max 

(Мпа) 140 63 116 115 168 

z
min 

(Мпа) -9295 -1030 -1032 -1031 -3460 

z
max 

(Мпа) 3 7 12 11 20 

xz
min 

(Мпа) -1738 -2376 -2479 -2482 -1200 

xz
max 

(Мпа) 1740 2378 2480 2482 1200 

i
max  

(Мпа) 8266 8932 8954 8950 3500 

Угол шероховатости , (град) 33 33 33 33 33 

Угол образующей пуансона , (град) 0 3 6 15 30 
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Продолжение табл. 1  
 

Ux
min

  (мм) -0.002 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 

Ux
max 

(мм) 0.002 0.006 0.006 0.006 0.006 

Uz
min 

(мм) -0.100 -0.100 -0.100 -0.100 -0.100 

Uz
max 

(мм) 0.000 0.001 0.001 0.001 0.001 

x
min

 (Мпа) -3300 -3306 -3304 -3301 -3290 

x
max 

(Мпа) 25 39 39 38 38 

z
min 

(Мпа) -9891 -9906 -9901 -9892 -9858 

z
max 

(Мпа) 0 6 6 6 6 

xz
min 

(Мпа) -2086 -2144 -2145 -2158 -2156 

xz
max 

(Мпа) 2088 2143 2146 2154 2156 

i
max  

(Мпа) 8723 8739 8734 8728 8699 
 

Таблица 2. Результаты трёхмерного моделирования 
 

Параметры Значение при моделировании 

Угол шероховатости , (град) 2 15 15 15 15 

Угол образующей  

пуансона , (град) 

0 0 3 6 15 

Ux
min

  (мм) -0.008 -0.005 -0.010 -0.010 -0.015 

Ux
max 

(мм) 0.008 0.005 0.010 0.010 0.015 

Uy
min

  (мм) 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.001 

Uy
max 

(мм) 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 

Uz
min 

(мм) -0.100 -0.100 -0.100 -0.100 -0.100 

Uz
max 

(мм) 0.000 0.000 0.002 0.002 0.002 

x
min

 (Мпа) -2402 -1977 -2003 -2003 -3418 

x
max 

(Мпа) 144 67 110 108 465 

y
min 

(Мпа) -2023 -1805 -1814 -1814 -2638 

y
max 

(Мпа) 41 7 32 32 130 

Угол шероховатости , (град) 33 33 33 33 33 

Угол образующей пуансона , (град) 0 3 6 15 30 

Ux
min

  (мм) -0.008 -0.009 -0.009 -0.009 -0.009 

Ux
max 

(мм) 0.008 0.009 0.009 0.009 0.009 

Uy
min

  (мм) 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

Uy
max 

(мм) 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

Uz
min 

(мм) -0.100 -0.100 -0.100 -0.100 -0.100 

Uz
max 

(мм) 0.000 0.002 0.002 0.002 0.002 

x
min

 (Мпа) -2402 -1290 -1290 -1290 -1290 

x
max 

(Мпа) 144 64 64 64 64 

y
min 

(Мпа) -2023 -1455 -1455 -1455 -1455 

y
max 

(Мпа) 41 5 5 5 5 
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