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Аннотация. Учёт нелинейной работы материала и правильный выбор условий прочности позволяет 
более точно оценить несущую способность конструкции, что приводит к более экономичным кон-
структивным решениям. При расчёте стальных конструкций с использованием нелинейных диаграмм 
деформирования удаётся получить более точную картину напряжённо-деформированного состояния, 
что позволяет эффективно использовать возможности конструкционных материалов при расчёте 
элементов конструкций на прочность. В работе приведено описание наиболее распространённых за-
висимостей между интенсивностями напряжений и деформаций, используемых при описании нели-
нейного поведения материала, рассмотрены различные методы решения задач определения пре-
дельной нагрузки для конструкции. Определена предельная нагрузка для стержневой системы анали-
тическим методом. Приведена процедура создания физически нелинейной расчётной модели в про-
граммном комплексе SCAD Office (версия 21.1.9.7). Исследованы результаты нелинейного автомати-
зированного расчёта для стержневой системы, выполненные с использованием полученной модели. 
Проведено сравнение полученных результатов. Выявлена несогласованность результатов, получен-
ных с применением аналитических методов и автоматизированного численного расчёта, поэтому 
требуются дополнительные исследования при использовании нелинейного анализа в расчётах на 
прочность и жёсткость как средства уточнения напряжённо-деформированного состояния конструк-
ции.  
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Abstract. Taking into account the nonlinear operation of the material and the correct choice of strength con-
ditions allows for a more accurately assess the bearing capacity of the structure, which leads to more eco-
nomical design solutions. Calculation steel structures using nonlinear deformation diagrams succeeds in ob-
taining a more accurate picture of the stress-strain state, which makes it possible to effectively use the capa-
bilities of structural materials when calculating structural elements for strength. The article describes the 
most common dependencies between the stress and strain intensities used to describe the nonlinear behav-
ior of a material, discusses various methods for solving the problems of determining the ultimate load for a 
structure. The ultimate load for the bar system is determined by the analytical method. The article provides a 
description of the procedure for creating a physically nonlinear computational model in the SCAD Office 
software package (version 21.1.9.7). The authors study the results of the nonlinear calculation for automated 
bar system, made by using the obtained pattern. The results obtained are compared. The inconsistency of 
the results obtained using analytical methods and automated numerical calculations has been revealed, 
therefore, additional research is required when using nonlinear analysis in strength and stiffness calculations 
as a means of clarifying the stress-strain state of a structure.  
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При расчёте строительных конструкций в 
настоящее время преимущественно исполь-
зуются линейные расчётные модели. Одна-
ко применение нелинейных моделей расчё-
та позволяет более правильно определить 
величину и характер распределения внут-

ренних усилий в конструкции, более точно 
оценить прочность и жёсткость сооружения 
и, как следствие, повысить экономичность 
проектного решения. Нелинейный расчёт 
также используется для выяснения действи-
тельной несущей способности конструкции 
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за пределами стадии линейного деформи-
рования, что даёт возможность получить 
существенную экономию материалов. Од-
ним из путей уточнения расчётных схем ин-
женерных конструкций является учёт нели-
нейно-упругих и упруго-пластических 
свойств материала. Нелинейно-упругим 
называется материал, законы нагружения и 
разгрузки которого совпадают. Если законы 
нагружения и разгрузки материала не сов-
падают, то материал называется упруго-
пластическим (появляются необратимые 
пластические деформации). Задачи, в кото-
рых зависимость между напряжениями и 
деформациями в материале не подчиняется 

закону Гука, называются физически нели-
нейными. Поскольку современные норма-
тивные документы по проектированию 
стальных и железобетонных конструкций 
требуют учитывать в расчёте геометриче-
скую и физическую нелинейность конструк-
ции, развитие методов расчёта нелинейных 
задач является актуальным [1, 2, 3, 4].  

В нелинейных расчётах для оценки сум-
марного изменения формы элемента, выде-
ленного внутри тела, вводятся в рассмотре-
ние интенсивности напряжений и деформа-
ций. Интенсивности нормальных напряже-
ний и линейных деформаций соответствен-
но равны: 

 

𝜎𝑖 =
1

√2
√(𝜎1 − 𝜎2)2 + (𝜎2 − 𝜎3)2 + (𝜎3 − 𝜎1)2, 

휀𝑖 =
√2

2(1 + 𝜇)
√(휀1 − 휀2)2 + (휀2 − 휀3)2 + (휀3 − 휀1)2, 

 

где 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 – главные напряжения, 휀1, 휀2, 휀3 

– главные деформации, 𝜇 – коэффициент 
Пуассона материала. 

Зависимость между интенсивностями 
напряжений и деформаций определяет ха-

рактер деформирования материала. Реаль-
ные диаграммы деформирования различных 
материалов (рис. 1 а) в практических расчё-
тах аппроксимируют эмпирическими форму-
лами. Приведём некоторые из них [5, 6].  

 

 
Рис. 1. Диаграммы деформирования материала 

 

Первая предложена Г.Б. Бюльфингером 
в 1729 году. Степенной закон Бюльфингера 
представляет собой нелинейную зависи-
мость, которая записывается в следующем 
виде: 
 

𝜎𝑖 = 𝐴 ∙ 휀𝑖
𝑘 , 

где A – константа, имеющая размерность 
напряжений; k – безразмерный показатель 

степени. Степенная зависимость хорошо 

описывает опытные кривые при 0 ≤ k ≤ 1 
(рис. 1 б) и обладает достаточной универ-
сальностью, так как при k = 0 и A = σy полу-
чаем закон деформирования для жёстко-
пластического тела (рис. 1 в), а при k = 1 и А 
= Е получаем закон деформирования для 
идеально упругого тела (рис. 1 г). Здесь σy – 
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предел текучести материала, Е – модуль 
упругости материала. Несмотря на универ-
сальность, степенная зависимость имеет 
также ряд недостатков. Во-первых, в боль-
шинстве случаев показатель степени k ока-
зывается дробным числом, и поэтому реше-
ние получается в виде системы нелинейных 
алгебраических уравнений с нецелыми по-
казателями, которые могут быть решены 
только численными методами. Во-вторых, 
степенная зависимость не имеет предельно-
го значения, соответствующего пределу 
прочности материала, следовательно, ма-
териал деформируется с неограниченным 
упрочнением, то есть диаграмма не имеет 
ниспадающего участка, что не соответствует 
действительности. Однако ввиду простоты и 
универсальности степенная зависимость 
широко используется для описания нели-
нейного деформирования материала. 

В целях расширения диапазона приме-
нения степенного закона в 1831 году 
Ф.И. Герстнером была предложена следую-
щая зависимость: 
 

𝜎𝑖 = 𝐴1 ∙ 휀𝑖
 − 𝐴2 ∙ 휀𝑖

2, 
 

где 𝐴1 = 𝐸, 𝐴2 – константы материала. Не-
достатком зависимости является то, что она 
несимметрична при растяжении и сжатии, 

так как (−휀𝑖
 )2 = +휀𝑖

2. Поэтому зависимость 

Герстнера нельзя применять для расчёта 
конструкций, в которых возникают напряже-
ния разных знаков (как, например, при изги-
бе). Тем не менее эта зависимость приме-
няется при расчёте бетонных конструкций и 
в других случаях, где возникают напряжения 
только одного знака. Для того чтобы испра-
вить этот недостаток зависимости Герстне-
ра, необходимо во втором члене этой зави-

симости квадрат деформации заменить на 
третью степень:  
 

𝜎𝑖 = 𝐴1 ∙ 휀𝑖
 − 𝐴2 ∙ 휀𝑖

3. 
 

Данная формула обеспечивает симмет-
ричность диаграммы при растяжении и сжа-
тии, а при 휀𝑖

 → 0 автоматически переходит в 

закон Гука. Недостаток формулы состоит в 
том, что она не очень точно аппроксимирует 
экспериментальные диаграммы при боль-
ших деформациях. 

Наиболее распространёнными идеали-
зациями диаграммы 𝜎𝑖 = 𝑓(휀𝑖

 ) в практике 

инженерных расчётов являются диаграммы 
идеального упруго-пластического материала 
без упрочнения или с линейным упрочнени-
ем. Модель идеально упруго-пластического 
материала без упрочнения (диаграмма 
Прандтля) представлена на рисунке 2 а. В 
случае использования данной модели: 
 

𝜎𝑖 = {
𝐸 ∙ 휀𝑖

 , если 휀 < 휀𝑦

𝜎𝑦, если 휀 > 휀𝑦.  

 

На рисунке 2 б приведена диаграмма для 
упруго-пластического материала с линей-
ным упрочнением. Данная модель более 
правильно описывает работу стальных 
стержневых конструкций при пластическом 
деформировании, поскольку учитывает 
упрочнение материала. Физическая зависи-
мость между напряжениями и деформация-
ми для этой модели имеет вид: 
 

𝜎𝑖 = {
𝐸 ∙ 휀𝑖

 , если 휀 < 휀𝑦

𝜎𝑦 + 𝐸𝑝𝑙(휀𝑖
 − 휀𝑦

 ), если 휀 > 휀𝑦.
 

 

Здесь 𝐸 – модуль упругости материала, 
𝐸𝑝𝑙 – модуль упруго-пластической деформа-

ции (модуль упрочнения).  

 
 

Рис. 2. Идеализированные диаграммы деформирования 

 

При использовании нелинейных зависи-
мостей между напряжениями и деформаци-
ями в практическом решении задачи возни-
кает проблема решения системы нелиней-
ных уравнений. Существуют различные ме-
тоды решения, но наибольшее значение 
имеют шаговые методы. При этом исполь-

зуется простой шаговый метод без контроля 
точности решения, шаговый процесс с кон-
тролем невязок на каждом шаге или шагово-
итерационный метод, когда выполняется 
итерационное уточнение решения на каж-
дом шаге. Посредством шаговых методов 
нелинейная задача сводится к последова-
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тельности линейно-упругих задач. Впервые 
один из вариантов такого метода был пред-
ложен А.А. Ильюшиным (метод упругих ре-
шений). В дальнейшем эта идея была раз-
вита в трудах И.А. Биргера (метод перемен-
ных параметров упругости). Одним из 
наиболее эффективных методов решения 
физически нелинейных задач также являет-
ся метод Ньютона-Рафсона. Он обеспечи-
вает быструю сходимость и может исполь-
зоваться для задач с сильной нелинейно-
стью [7]. 

Если для описания физической нелиней-
ности используются модели жёстко-
пластического или идеального упруго-
пластического материала, то имеется воз-
можность приближенной оценки несущей 
способности конструкции. Для определения 
предельной нагрузки используются статиче-
ская и кинематическая теоремы [6, 7, 8]. 

Статическая теорема: нагрузка, соот-
ветствующая статически возможному состо-
янию системы, меньше, чем предельная 
нагрузка. Статически возможным называет-
ся распределение напряжений, удовлетво-
ряющее при заданных воздействиях урав-
нениям равновесия и статическим гранич-
ным условиям. Статически возможных со-
стояний может быть множество, каждому 
равновесному состоянию соответствует 
своя нагрузка. Наибольшая из этих нагрузок 
близка к предельной.  

Кинематическая теорема: нагрузка, со-
ответствующая кинематически возможному 
состоянию системы, больше предельной 
нагрузки. Кинематически возможным назы-
вается распределение скоростей переме-
щений и деформаций, удовлетворяющее 
уравнениям совместности и кинематическим 
граничным условиям. Кинематически воз-
можные состояния согласуются с опорными 
связями. Их может быть бесконечное мно-
жество, каждому из них соответствует 
нагрузка, которая не меньше предельной. 
Наименьшая из этих нагрузок наиболее 
близка к значению предельной нагрузки.  

Обобщающая (двойственная) теорема: 
предельная нагрузка является максималь-
ной из всех уравновешиваемых статически 
допустимыми полями напряжений (усилий) и 
вместе с тем минимальной из всех нагрузок, 
соответствующих кинематически допусти-
мым распределениям перемещений и де-
формаций. 

Возможности применения кинематиче-
ской теоремы метода предельного равнове-
сия покажем на примере расчёта шарнирно-
стержневой системы (рис. 3 а). Стержни 
одинакового кольцевого поперечного сече-
ния размерами 𝐷 = 25 мм, 𝑑 = 20 мм, пло-

щадью 𝐴 = 177 мм2 из идеального упруго-
пластического материала с пределом теку-
чести 𝜎𝑦 = 200 МПа.  

 

 
 

Рис. 3. Схема стержневой системы 

 
Система три раза статически неопреде-

лима, для её разрушения в пластическое 
состояние должны перейти четыре стержня. 
Из пяти вариантов кинематически возмож-

ным является случай, когда не разрушен 
четвёртый стержень (рис. 3 б). Уравнение 
работ на возможном перемещении 𝛿: 

 

𝐹𝑢 ∙ 𝛿 ∙ cos 30° = 𝜎𝑦 ∙ 𝐴 ∙ 𝛿 ∙ cos 30° + 𝜎𝑦 ∙ 𝐴 ∙ 𝛿 ∙ sin 30° + 𝜎𝑦 ∙ 𝐴 ∙ 𝛿 ∙ sin 15° + 𝜎𝑦 ∙ 𝐴 ∙ 𝛿 ∙ sin 30°. 
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Тогда величина предельной нагрузки: 
 

𝐹𝑢 = 2,45 ∙ 𝜎𝑦 ∙ 𝐴 = 2,45 ∙ 200 ∙ 103 ∙ 177 ∙ 10−6 = 86,7 кН. 
 

Усилие в четвёртом стержне при этой 
нагрузке 𝑁4 = 0,239 ∙ 𝜎𝑦 ∙ 𝐴, что говорит о 

возможности данного варианта. 
При использовании аналитических мето-

дов расчёта затруднительно учесть нели-
нейность деформирования элементов кон-
струкции, поскольку проблематично подо-
брать монотонные функции, в общем случае 
описывающие закон распределения нели-
нейных деформаций по элементам. Приме-
нение метода конечных элементов (МКЭ) 
даёт возможность описывать физическую 
нелинейность каждого элемента на основа-
нии диаграммы деформирования и уровня 
напряжений в нём [9, 10, 11]. Решение зада-
чи при этом сводится к правильной органи-
зации итерационного процесса с рацио-

нально выбранной функцией зависимости 
деформаций элемента от напряжений.  

Для определения величины предельной 
нагрузки численным методом использова-
лась система прочностного анализа и проек-
тирования конструкций SCAD (версия 
21.1.9.7). Была создана модель шарнирно-
стержневой системы, представленной на 
рисунке 3 а. Проведён нелинейный расчёт с 
применением шагового метода [12, 13, 14, 
15]. При этом вектор узловых нагрузок на 
каждом шаге получает малое приращение 
до тех пор, пока система не становится гео-
метрически изменяемой и расчёт не пре-
кращается. Величина нагрузки в расчётном 
шаге, предшествующем остановке расчёта, 
считается предельной.  

 

 
 

Рис. 4. Построение диаграммы деформирования материала  

 

 
 

Рис. 5. Эпюры продольных сил и фрагмент протокола расчёта  

 
Для выполнения физически нелинейного 

расчёта используемым конечным элемен-
том назначается тип № 405 (пространствен-
ный стержень с учётом физической нели-
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нейности). Выбор расчётной теории проис-
ходит на этапе создания расчётной модели 
при задании жёсткости элементам. Нели-
нейный режим расчёта вызывается установ-
кой флажка «Физическая нелинейность» в 
диалоговом окне «Жёсткость». В диалого-
вом окне «Материалы» указываются физи-
ко-механические характеристики материала, 
выбирается вариант теории и форма диа-
граммы. Используемые исходные данные и 
схема диаграммы деформирования матери-
ала, полученная по ним, представлены на 
рисунке 4. Эпюры усилий в стержнях при 
действии предельной нагрузки и фрагмент 
протокола на последнем шаге перед преры-
ванием расчёта приведены на рисунке 5.  

Из протокола расчёта на последнем шаге 
расчёта определяется величина предельной 
нагрузки на систему, полученная численным 
методом 𝐹𝑢 = 78,4 кН. При этом усилия в 
первом, втором и пятом стержнях близки к 

предельному значению 𝑁𝑢 = 𝜎𝑦 ∙ 𝐴 = 200 ∙

103 ∙ 177 ∙ 10−6 = 35,4 кН, что говорит о пра-
вильности расчёта. 

Сравнение результатов, полученных 
аналитическим и численным методами, даёт 
расхождение значений 
 

∆𝐹 =
86,7 − 78,4

86,7
∙ 100 % = 9,6 %, 

 

то есть расчёт в ПК SCAD Office с использо-
ванием установок «по умолчанию» привёл к 
результату, где несущая способность кон-
струкции несколько занижена. Таким обра-
зом, проведение автоматизированного рас-
чёта не гарантирует абсолютно достовер-
ный результат даже при использовании 
идеализированной диаграммы деформиро-
вания, поэтому требуются дополнительные 
исследования. 
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